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双稳态复合材料层合板的非线性动力学特

性及其共振驱动

刘雨婷，张家应*

*（北京航空航天大学 航空科学与工程学院，北京 100191）

摘要：在变体飞行器设计、流动控制和能量采集等领域，多稳态结构动力学特性为实现结构形状动态变化

提供了一种新思路，其独特的非线性特性和局部强稳定性为研究变体结构提供了重要的理论基础和应用价

值。本文将以非对称双稳态层合板为研究对象，分析中点固定四边自由边界条件对其稳定构型的影响，同

时研究各稳定构型的非线性动力学特性及其在不同激励水平下的结构响应。并基于哈密顿原理和瑞利里兹法建立

双稳态层合板的理论预测模型，模拟激振器施加正弦外部激励。对比有限元仿真和解析结果，优化双稳态结

构的共振驱动跳变方法，并确定其单阱振动和阱间振动的实现条件。
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Abstract：In the fields of morphing aircraft design, flow control and broadband energy harvesting, the dynamic

characteristics of multi-stable structure provide an idea for realizing the dynamic change of structure shape. Its unique

nonlinear characteristics and local strong stability have important theoretical basis and application value for the study

of variant structure. Taking bi-stable laminates as the research object, this paper analyzes the nonlinear dynamic

characteristics of each stable configuration and its structural response under different excitation levels with the plates

are clamped at the center and free at four edges. Based on Hamilton principle and Rayleigh Ritz method, the theoretical

prediction model of bi-stable laminated plate is established, and the sinusoidal external excitation is simulated. By

comparing the results of finite element simulation and analysis, the resonant actuation method of bi-stable structure is

optimized, and the realization conditions of single-well vibration and cross-well vibration are determined.
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0 引言

随着现代科学技术的发展和人类航空航天活动任务的

增加，现代飞行器不断向新的飞行高度、飞行速度和飞行

距离方向发展，因此如何利用飞行器结构中的固有力学特

性，设计轻量化，简单化和智能化的高可靠性飞行器结构，

从而实现高效率的飞行任务已成为国际工程领域

1981年，Hyer观察到非对称复合材料层合板在固

化后的双稳态特征并展开研究[1],基于最小势能原理

和瑞利里兹法，提出和优化了非对称双稳态层合板的

理论预测模型[2-3]。根据经典层合板理论预测，任意

尺寸的非对称正交层合板在固化冷却后是马鞍形，而

实验结果表明，非对称正交层合板的固化后最终形态

是圆柱形，如图1所示。考虑到中等宽厚比的层合板内

存在大量的剪切应变，Jun等人提出了包括面内剪切应

变的新模型
[4]
，随后又推导任意铺层角度的双稳态层合

板的稳定构型预测公式
[5]
。此前，在中心固定，四边自

由的边界条件下，研究者们又陆续建立更精确的双稳

态层合板的理论模型
[6-7]

，随后,Brunetti提出了悬臂边

界条件下的理论预测模型
[8-9]

,并用有限元软件ABAQUS和

实验进行论证。

（a) （b） (c)

图1 双稳态层合板的构型：(a)平构型；(b)马鞍形；(c)

圆柱形

Fig.2 Configurations of bi-stable cross-

ply laminate

稳定构型之间通过大变形，实现快速转换的现象

称为跳变，这种现象具有很强的非线性。2009年，

Arrieta等人运动哈密顿原理和瑞利里兹法，建立了动

力学模型，研究双稳态层合板在集中力下的准静态跳

变行为，并表明惯性项和阻尼项对驱动的影响
[10]

。

Wilkie等
[11]

人和Hyer
[12]

等人分别提出了利用智能压电

材料MFC（Macro-Fiber Composite）和形状记忆合金

（SMA）准静态驱动双稳态层合板发生跳变的方法。随

后，为了提高驱动效率，简化实现条件，基于双稳态

层合板稳定构型的模态频率，Senba
[13]

等人提出了MFC

实现动态驱动悬臂的双稳态层合板，证明动态驱动使

跳变所需要的能量变少。Zhang
[15]

等人从理论和实验上

研究了激振器激励下双稳态层合板的跳变现象和非线

性振动，首次提出通过时变主曲率描述双稳态层合板

的跳变。Arrieta
[14]
结合了激振器驱动和MFC驱动方法，

通过理论和实验测定跳变所需的条件。

如何突破双稳态层合板的应用难题，重点在于掌

握跳变的力学特性和如何驱动跳变。研究表明动态驱

动所需的驱动力的极值远小于静态驱动，因此本文提

出了基于的双稳态结构一阶线性共振频率的动态驱动

策略。下图显示了双稳态层合板的两种稳定构型，稳

定构型Ⅰ和稳定构型Ⅱ。当振幅很小时，系统的响应

近似为线性，振幅逐渐增大，出现非线性特征。当响

应的振幅达到临界值时，结构发生跳变。当稳定构型

的共振频率不同时，可通过调整外部激励力的频率实

现单向跳变，如图 2(a)所示。双稳定结构具有两个局

部势能井，在外部激励的作用下，当双稳定结构的势

能高于两个稳定构型之间的能量势垒，将发生跳变。

对称层板的两种稳定构型之间的模态频率完全相同，

如图 2(b)的虚线所示，非对称层合板的两个稳定构型

具有不同的模态频率，如图 2(b)的实线所示。因此本

文引入非对称性，更有利于实现所需方向的单向跳变，

并且为了双稳定结构的变形更可控，稳定构型的模态

频率之间需要有足够大的差异。

(a)

(b)
图2 (a）非对称双稳态层合板的双向跳变示意图；（b）双稳态层合板

的势能井示意图

Fig.2 (a) The two-way snap-through of the bi-stable

laminate,(b) potential energy well of bi-stable

structures
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此外，基于理论模型和有限元模型的仿真结果，将

进一步通过实验验证共振驱动实现跳变的可能性。共

振驱动策略结合了结构系统的固有振动特性，使构型

切换更高效，更可控，为双稳定结构的未来应用提供

了更大的潜力。

1 建模

层合板所用材料体系为5428/CCF300，材料的参数

见表格1。固化冷却过程中，层板从200℃降低到室温

20℃。有限元模型如图3，矩形长宽为200mm×75mm，

铺层方式为[0/0/90/90]，层板的厚度为0.125mm。边

界条件为中心固定，四边自由。

表1 5428/CCF300的材料参数

Table 1 Material properties of the 5428/CCF300

E11/

GPa

E22/

GPa

G12/

GPa
12 11 /℃-1

22 /℃-1

CFRP 145 9.75 12.0 1.2 1.8×10-5 2.5×10-5

图3 双稳态层合板的尺寸和铺层示意图

Fig.3 The size and lay-up of the bi-stable

composite laminate

1.1 解析模型

该理论模型假设双稳态矩形板在制造时是绝对平

面，然后冷却到室温。层合板中心固定，四边自由。

采用了哈密顿原理建立了正交双稳态复合材料层合板

的动力学模型，拉格朗日方程对时间的积分为0：

0))()()((2

1

 dtttWtT
t

t F ）（1

其中 )(tT 是动能， )(tWF 为外力做功， )(t

是总的势能。

典型的正交双稳态层合板有两个圆柱形的稳定构

型和一个不稳定的马鞍构型。建立笛卡尔坐标系，坐

标系的原点位于层合板的中心，x轴和y轴分别平行于

矩形的长和宽。由于双稳态板的厚度远小于其的长宽，

因此基尔霍夫假设在此适用，我们假定平板为平面应

力状态。层板的内部应变为：
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其中
0
x 、

0
y 和

0
xy 为层板的中心面应变，k为层

板弯曲曲率和扭曲曲率。

Hyer
[2]
指出为了考虑双稳态层板的大变形，必须将

几何非线性纳入到几何方程中。根据冯卡门假设，双

稳态层板的中心面应变和位移之间的关系为：
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式中
0u ，

0v 和w分别为面内位移和离面位移。

考虑层板在固化的过程中所产生的残余热应力，

以及固化过程中并无外界能量输入，层合板的弹性总

势能由下式给出：
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其中 xL 和 yL 分别为矩形的长和宽，并且假设其在

变形过程中是保持不变的。A ， B 和 D 分别为拉伸刚

度矩阵，拉弯耦合刚度矩阵和弯曲刚度矩阵。 SN 和

SM 为残余热应力在双稳态层合板厚度方向上积分得到
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的力和力矩，取决于板的热膨胀系数。双稳态层合板弹

性势能的大小取决于由假设的位移函数
0u ，

0v 和w表

示的中心面应变
0 和曲率 k 的大小。非对称层合板的

拉弯耦合刚度矩阵不为零，因此，层板中心面上的应变

包含薄膜应变和弯曲应变。

弯曲曲率为常数时，理论模型无法准确预测层板

的刚度。因此，本文假设层板的弯曲曲率部不为常数，

考虑到层板的边界条件和变形的对称性和反对称性的

特点，假设层板的四阶面外位移函数为：

          224
1

4
1

22 yxteytbxtaytbxtaw 
）（6

假设层板的拉伸薄膜应变与层板的截面形状相关，与

面外位移函数w无关，其薄膜应变的四阶多项式为：
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其中，未知系数  tai ，  tbi ，  te ，  tci 和

 tdi 是模型中的广义坐标。可通过积分运算的到层板的

中心面位移函数，通过几何方程式（4）得到层板的中心面

剪切应变。本文所建立的正交非对称层板的理论模型共有

13个未知参数。

针对中心固定，四边自由的双稳态层合板，在固化冷

却过程中，在矩形四角施加不同的外力，在这种情况下外

力做功为：
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根据哈密顿原理，拉格朗日方程（1），以及位移函数，

由此导出系统的运动方程：

    111111 FXKXDXM   ）（9

1M 为质量矩阵，  1XD  为阻尼力，  11 XK 为非线

性弹性力。 1F 为外部激振力，取决于层合板的惯性和加速

度 a 。

图4 不同载荷下双稳态层合板的预测稳定构型。点为有限元预测结果，

面为理论模型预测结果。

Fig.4 Predicted stable configurations of bi-stable

laminates under different applied force.

表2 矩形双稳态层合板顶点的预测离面位移

Table 2 Predicted out-of-plane deflection at the

corners of the bi-stable plates

解析模型 有限元模型 误差

0N 32.1312 32.5521 1.29%

0.5N 39.7729 40.3194 1.35%

1N 48.8089 49.6149 1.62%

0N 0N
0N

0.5N
0.5N

0.5N

0.5N

1N

1N

1N 1N

0N
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本节分析了200mm×75mm，[902/02]双稳态层合板，分

别通过理论模型和有限元模型计算其构型，通过比较矩形

层合板顶点的最大离面位移来验证理论模型的精确度。不

同外力水平下结构稳定构型的有限元结果和理论预测结果

对比如图4所示，其中曲面图为理论计算结果，离散点为有

限元计算结果。双稳态层合板的最大离面位移对比如表2所

示，有限元模型和理论模型的计算结果误差都小于2%，基

本吻合，说明建立理论模型时充分考虑了层板的曲率以及

中心面应变分布特点。

1.2 有限元模型

本文采用ABAQUS中的壳单元（S4R）建立矩形正交铺设

层板的有限元模型，并在初始分析步中约束中心点的位移

和转动，并在预定义场中设置温度为200℃。在第一个静态

分析步中，改变温度场到室温，当有限元模型自由收敛后，

得到稳定构型Ⅰ，如图5所示。要得到稳定构型Ⅱ，重启第

一个静态分析步，并在矩形的四个顶点施加z方向的位移扰

动，在第二个分析步中撤销位移扰动，模型将收敛至另一

稳定构型Ⅱ。

图6显示了稳定构型Ⅰ的主曲率。具有正交铺层的双稳

定层合板具有两个主曲率方向相互垂直的稳定构型。在稳

定状态Ⅰ的曲率方向上，沿矩形的长绘制双稳态层合板的

纵向曲率，沿矩形的宽绘制横向曲率。板的曲率在两个方

向上对称分布，并且曲率从两个自由边的最小值增加到最

大值。边界处存在较大变化，在中间区域，曲率均匀分布。

如图7所示稳定构型Ⅱ的纵向曲率分布规律与稳定构型Ⅰ的

横向曲率大致相似，而稳定构型Ⅱ的横向曲率分布规律与

稳定构型Ⅰ的纵向曲率分布也大致相似。

图5 (a）稳定构型Ⅰ；（b）稳定构型Ⅱ

Fig.5 (a) stable state Ⅰ,(b) stable state Ⅱ

(a)纵向曲率 x

(b)横向曲率 y

图6 稳定构型Ⅰ的曲率

Fig.6 The curvature of stable state Ⅰ

（a）纵向曲率 x

（b）横向曲率 y
图7 稳定构型Ⅱ的曲率

Fig.7 The curvature of stable state Ⅱ
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2 动力学分析

2.1 自由振动

为了研究双稳态层合板自由振荡，将系统的阻尼设置

为0，撤销掉四个顶点的集中力，计算顶点自由振荡的位移

曲线。通过解析模型计算自由振动的幅值时，正弦激励的

幅值为0。图9显示了双稳态层合板分别撤销1N，0.5N和0N

的外力后的顶点的自由振动位移曲线，如图8.

将数据进行快速傅里叶变换，结果如图9所示。外力载

荷为0.5N和1N时，曲线只有一个波峰，这表明系统在做正

弦运动。有限元模型中，当F=1N时，结构的一阶固有频率

为14Hz，当F=0.5N时，结构的一阶固有频率为16Hz，而下

文中通过“Frequency”分析步得到的稳定构型Ⅰ的一阶固

有频率为15.694Hz。解析模型下，载荷为0.5N和1N时的固

有频率都为17Hz，比有限元预测结果略高。

(a)解析模型

(b)有限元模型

图8 双稳态层合板在无阻尼时的自由振动位移曲线

Fig.8 Predicted free vibration of the bi-stable

laminate with zero damping

(a）有限元，F=1N

(b)有限元，F=0.5N

(c)解析模型，F=1N

(d)解析模型，F=0.5N

图9 层合板自由振动的快速傅里叶分析

Fig.9 FFT analysis of the predicted free vibration

of the plate in Fig.9
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在施加激励载荷之前，通过有限元的“Frequency”分

析步分析双稳态层合板的模态。图10分别显示了两种稳定

构型的一阶模态。可以看出，双稳态层合板的一阶模态与

稳定构型的变形模式相同，这也是本文要重点关注的模态。

由于本文的重点是基于一阶模态频率，通过施加正弦载荷

激励稳定构型Ⅰ实现两个构型之间的动态激励，因此未列

举高阶模态。稳定状态Ⅰ的一阶固有频率为15.694Hz，稳

定状态Ⅱ的一阶自然频率为17.423Hz。

(a)稳定构型Ⅰ的一阶模态：15.694Hz

（b）稳定构型Ⅱ的一阶模态：17.423Hz

图10 稳定构型的一阶模态

Fig.10 The first-order modal of two stable

configurations

考虑到现实环境中系统存在的阻尼，设置瑞利阻尼的

20 ，图11可以观察双稳态层合板自由振动的衰减过

程，两个模型预测的衰减率几乎相同。

图11 有阻尼的自由振动，α=20

Fig.11 Predicted free vibration of the plate

2.2 共振驱动

本文的主要目的是研究共振驱动下的双稳态复合材料

层合板的动态特性，为后续的高效驱动提供力学基础。本

章探讨了振幅对结构在一阶线性固有频率下的动力学响应

的影响。并对比了有限元方法和动力学模型下的动态响应。

双稳态板的非线性振动包括周期振动、准周期振动和

混沌振动。当激励幅值较小时，非对称双稳态复合材料层

合板在平衡构型附近产生小振幅周期振动。当激励振幅逐

渐增大时，在平衡构型附近产生小振幅准周期振动。当振

幅增加到一定范围时，在稳定构型之间会出现大振幅的混

沌运动，并伴有单向或双向跳变。混沌振动通常发生在双

稳态层合板的跳变之前，混沌振动是跳变的有利条件。

根据双稳态板的动力学方程（9），综合考虑上一节对

结构一阶模态的分析，以 Hz16f 作为外部激励频率，

设置外部加速度激励为 ）（ t2sint50a  f ，

通过解析模型得到系统的时域响应，如图12所示。当外部

激励振幅随时间持续增大，结构从线性正弦振动转变为非

线性振动，从单阱振动变为间断的阱间振动，在t=9s左右，

振幅到达临界值，双稳态层合板发生跳变，进而稳定在稳

定构型Ⅱ附近振动。

图12 双稳态层合板在加速度激励为  t2sint50a  f 下

的时域响应

Fig.12 The time domain responses of bi-stable

plates excited by a sinusoidal input, excitation

acceleration is ）（ t2sint50a  f

首先，研究了初始状态为稳定状态Ⅰ时的动态响应。

选择一阶固有频率16Hz作为外部激励频率，以激励幅值作

为变量。分别用有限元模型和解析模型预测了双稳态层合

板在简谐振动下的动态响应。选择两个代表性参考数据集，



第五届全国飞行器结构与强度学术会议

图13显示了当加速度激励振幅值分别为200和500mm时，矩

形层合板顶点的位移曲线，蓝色线条为解析模型预测果，

橙色线条为有限元模型的预测结果。

通过结果对比可以发现，当激励振幅为200m/s
2
时，双

稳态复合材料层压板在构型Ⅰ附近做阱间振动，二者预测

的结果几乎一致。当振幅增加到500mm/s
2
时，结构发生了阱

间振动，并且跳变稳定后，在稳定构型Ⅱ附近做阱间振动。

上述的结果验证了通过共振驱动双稳态层合板实现结

构切换的可行性。在某一构型的共振频率下利用振幅的变

化可以有效的完成构型切换，并且稳定的处于切换构型的

状态下。同时，通过结也对比也说明了本文提出的解析模

型对于双稳态结构切换过程的动力学特性预测的准确性。

(a） ）（ t2sin200a  f

（b） ）（ t2sin500a  f

图13 双稳态层合板在不同激励振幅下的位移曲线

Fig.13 The displacement of the asymmetric bi-

stable plates from stable stateⅠto stable stateⅡ

3 结果与讨论

非对称双稳态[902/02]层合板的跳变具有强烈的非线性

特征，导致动力学模型难以进行准确预测。尽管研究者们

已经推导出几个基于哈密顿原理和瑞利里兹法的动态模型，

这些模型在预测层合板的稳定构型都表现良好，但在预测

动态跳变行为都存在不足。本文建立的四阶位移多项式，

准确的预测了双稳态层合板整个区域的模型，不局限于单

点预测。相较于有限元分析，该模型的极大的简化了运算，

但由于只有13个未知参数，分析模型不够精确，在预测层

合板的临界跳变点时与有限元结果有出入，还有待改进。

双稳态层合板在正弦激励下主要有阱内振动和阱间振

动两种基本振动模式。计算结果表明双稳态层板稳定构型

Ⅱ的刚度大于稳定构型Ⅰ的刚度。通过扩大两种稳定构型

的一阶固有频率的差异，使不同构型产生跳变的实现条件

的差异增大，能更好的控制层板的跳变行为。仿真结果表

明本文提出的解析模型对于双稳态结构切换过程的动力学

特性预测的具有一定的准确性，也为后续的共振驱动多稳

态结构构型切换提供了理论模型。
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